Séries de Laurent

Parte Principal ou Singular
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Parte Regular

Teorema (Laurent): Se f: D; C C — C holomorfa na coroa
circular 0 < r; < |z — 29| < ry < 00. Entdo, para todo o z
nessa coroa, € valido o desenvolvimento em série de Laurent
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em que os coeficientes sdo dados de forma dnica por
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para qualquer 1 < r < r9. Em particular

55 f(z)dz = 2mi by.
[z—29|=r




Definicao: Diz-se que z; é uma singularidade isolada de f,
se f é holomorfa em Bs(zg) \ {20} para algum § > 0 (e f, ou
ndo estd definida, ou n3o é diferencidvel em z).

Designa-se por residuo de f em 2, e representa-se por
Res(f, z9), o coeficiente da correspondente série de Laurent
centrada em zj, na coroa 0 < |z — 2| < 0.

Teorema dos Residuos: Seja €2 C C uma regiao e f
holomorfa em €2 a excecdo dum nidmero finito de
singularidades isoladas distintas 21, 29, ..., 2, € {). Seja v um
caminho fechado que ndo passa por nenhum dos z;, e
homotdpico a um ponto em {). Entao

/f(z)dz = 2mi Z I(, zj)Res(f, 2;).




Classificacao de Singularidades

Definicido: Diz-se que uma singularidade isolada z; de f ¢
uma singularidade removivel se a correspondente série de
Laurent em torno desse ponto satisfaz b; = 0 para todo o

i=1,2,...

Proposicao: Uma singularidade isolada 2y de f é removivel se
e sO se alguma das seguintes condicoes é satisfeita

e f é prolongavel a z; de forma a ser holomorfa.

e f é limitada numa vizinhanca de z.

o lim, .. f(z) existe (finito).




Definicao: Diz-se que uma singularidade isolada zj de f é
uma singularidade essencial se a correspondente série de
Laurent em torno desse ponto satisfaz b; # 0 para um
conjunto infinito de indices j.

Teorema (Casorati-Weierstrass): Seja zy uma singularidade
isolada de f essencial. Entao, dado qualquer w € C existe
uma sucessao z, — 2o tal que f(z,) — w.

Proposicao: Uma singularidade isolada z; de f é essencial se
e s6 lim,_,., f(z) ndo existe, nem é co.




Definicao: Diz-se que uma singularidade isolada zj de f é
uma polo de ordem £k se a correspondente série de Laurent
em torno desse ponto satisfaz b, # 0 e b; = 0 para
j=k+1,k+2,... Ou seja, se a série de Laurent centrada
em 2y € da forma

b, b1
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Proposicao: Seja zy uma singularidade isolada de f. Entdo f
tem um pélo em zj se e s6 se lim._,., f(z) = oo.

A ordem do pdlo pode ser determinada pelo minimo valor de £
para o qual

lim (2 — 20)* f(2) # oo.
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O residuo dum pdlo de ordem k& em z, pode ser dado pela
férmula
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Res(f, 29) = lim
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